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Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
Clasa a IX-a

BAREM

1. Consideram multimea A :{21. 3 /ie 1;100, je 15100 }

VR B o
a) Stabiliti daca 288 si sunt sau nu elemente ale multimii A

2014
b) Ardtati cd pentru orice a€ (0;1) si orice ne N, (1+a+a2+...+a”)(1—a)<1;

¢) Ardtati ca suma elementelor multimii A este mai micd decat 3.

BAREM.:
1 1
a) —=——€ A si 2 S SSRP 2
) 288 2°.3° © 2014 P
b) ac(01) = (I4a+a" +..4a")(1=a) S1=a"" <1 oo 2p
1 101 1 101
§ 1 [flj(%’:l] 1_(2j 1_(3j 11
c) Py I’ — | = : < . =3 e 3p
i,j:02 -3 i:02 j=0 3/ 1_1 1_1 1_1 1_1
2 3 2 3

2. Fie ABCD un paralelogram si M un punct in planul acestuia. Consideram N simetricul lui M
fatd de A, P simetricul lui N fatd de B si Q simetricul lui P fatd de C.

a) Arétatica NB =—MZX+ZE, PC=MA—-AB+AD si Q—D =—-MA—-AD ;
b) Aritati cd D este mijlocul segmentului [QM ];
c¢) Demonstrati cd daca MNPQ este paralelogram atunci MA || BD si 2MA = BD .

BAREM:

@) NB=NA+AB = —MA+AB oo 1p
PC=PB+BC=BN+AD=MA—~AB+AD .......cooooooeoeeeeoceesereeenerosesresesssessssssss s s 1p
OD=QC +CD =CP+BA=-~MA—AD ......oooovoooeerrvoeerreeosreresessssssess s ssssessssss s 1p

b) DM =DA+AM =-AD-MA = DM =QD = D este mijlocul segmentului [QM] ....... 2p

c) MNPQ paralelogram = MN 2@5 ......................................................................................... 1p

2MA=DB = MA|[DB $1 2-MA=DB ......oooooeoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeee e 1p
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3. Victor-Viorel are 14 monede de 50 bani, 5 bancnote de 5 lei si 3 bancnote de 10 lei. El vrea sa-si
cumpere o minge de baschet care costa 50 lei.

a) Dovediti ca poate plati mingea cu banii pe care-i are si fara sa primeasca rest;

b) Determinati in cate moduri poate pldti mingea fara sa primeasca rest.

BAREM:

a) Conform cu enuntul %x+5y+10z =50, x<14, <5, 283, e 1p
deci x+10y+20z2 =100, x <14, ¥ <5, 23 1ottt ettt st st 1p
= xi10 siavand x <14 = XE {05 10} o 1p
X =0 o Y=, 2o 3 ettt s et et st e n e nneesaee s 1p
X=10 = P =5, 2722 SAU Y= Z =3 1ottt ettt sttt et eerae e 1p
b) Deci sunt posibile trei moduri de platd: (x; y; z)e {(0; 4; 3), (10; 5; 2), (10; 3; 3)} covvervvvriennee. 2p

4. O fabrica in care se produc roboti de bucdtdrie are capacitate maximd de productie de 100 bucdti
pe zi. Costul total (exprimat in euro) pentru producerea intr-o zi a x roboti de bucétérie este dat de

formula c(x) = %xz +20x+ 25 iar pretul de vinzare pentru fiecare robot este de (44 —%x) euro.

a) Aflati costul total pentru producerea ntr-o zi a 20 de roboti de bucatarie;

b) Determinati cati roboti de bucdtarie se pot produce intr-o zi cu 2265 de euro;

¢) Determinati céti roboti de bucatdrie ar trebui produsi intr-o zi pentru ca profitul total sd fie maxim.
Aflati valoarea profitului maxim care se poate obtine intr-o zi.

BAREM:
a) C(ZO) T AOS5 (CUFO) oo e e e e e e e e et e e et e e e et e e eeaaeaeeeraeae s 2p
D) CX) = 2265 oot 1p
X T80 (FODOLT) ettt ettt ettt ettt e sttt e st be e st be et e e snt e e s abe e e bte e ensaeeenreesneeeas 1p
c¢) profitul obtinut In urma vanzdrii a x roboti este
1 1
p(x)=x|44-—x|-| —x*+20x+25 :—ix2+24x—25 ..................................................... 1p
5 10 10
si p(x) are punct de MAXIM X =40 .c..oouviueierieriiireieeeierisie et 1p

deci profitul maxim este P (40) =455 (CUFO) c..o.ovuiuriureeireiiereieteete et 1p
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Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
Clasa a X-a

BAREM

1. Fiefunctia f:R >R, f(x)=2"+x.

a) Arataticd f este strict crescatoare;

b) Rezolvati ecuatia 2 +x—-6=0;

c) Rezolvati inecuatia 2* (2X +x— 6) <2"+x-6.

BAREM:
a) f:R—->R f(x)=2"+x este sumi de functii Strict CrESCALOATE .....euvveveerrencecrireereieeeeeeeeen. 2p
b) dina) = f-injectivd = f(x)=6 are solutie UNICE X =2 ..ooeorerrrrrerreiiireineieeeeeeeseesceeeens 2p
©) (27X 6) (27— 1) SO it 1p
S5 XE (05 2) ettt 2p
+i 2
2. Fie z un numadr complex nereal, z # 1_lﬁ it =—1, si x=Z2+—Z+2.
2 T—z+2
a) Ardtatica 2 —z4+2%#0;
. . x+1 2
b) Demonstrati cd x #1 si 1 =z4+—;
x— Z

c) Ardtati ca x este numadr real daca si numai daca |z| =2.

BAREM:
y y
a) 77-z+2=0 = Zl,zz%,contrazice zil_lﬁ,deci 2 =Z242#0 e, 1p
b) x=1 = z2=0,contrazice Z& R ..ottt 1p
2
Verificd 2 = T2 1p
x—1 Z Z
2(a—=b-i
¢c) z=a+b-i, z|: 2 = X—H:a+b‘i+M:2aeR = XER i, 2p
x—1 a +b
2 2(a—b-i) 2b
z=a+b-i, z+—=a+b-i+————-ecR = b- =0 e, 1
Z a’+b’ a*+b’ P
= sau b =0, contradictie cu z& R, sau a’ +b’ =2 = |z|:\/§ ............................................... 1p

? , rezolvarea c) poate folosi si proprietétile conjugatului:

Observatie: Cum z-z = |z
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- 2 - 2 +1 -
Daca |z|=\/§ = 7=— = z+z7=7+t+— = x—=z+z =
z Z x—1
z+z+1 — (z+4z+1) z4+z+1
x=——— = xe R, deoarece x= = == =X
z+z-1 z+z-1 z+z-1

. o x+1 2 2 -
Reciproc, daca xe R :>—1=z+—e R=z+==meR=7"-m-z+2=0=z-2=2 :|z|=x/§
xX— Z Z
3. Intr-un plan se duc n drepte distincte astfel incat oricare doud nu sunt paralele si oricare trei nu
sunt concurente. Se noteazd cu a, numarul de regiuni in care este Tmpdrtit planul de cele n drepte.
a) Determinati a, pentru ne {2;3;4};

b) Demonstrati cd a, —a, , =n, oricare ar fi n >3

L n(n+1) . i
c) Arataticd a, =1 +T’ oricare arfi n>2.
BAREM.:
a) Determind a, =4, a; =7, a, =11 oo 3p

b) Demonstreazd, a,=a, ,+n, (V) n=3, observind cd atunci cand avem a,e€ N regiuni,

corespunzatoare la ne N drepte orientate diferit fiecare doud, va exista o dreaptd care confine,

in unul din cele doua semiplane inchise determinate de ea, toate intersectiile d, Nd ;a celor
i<j

ne N drepte si atunci 1n acel semiplan avem q,_, regiuni iar in celdlalt semiplan exact n regiuni

din totalul de a, regiuni, dECl @, — @, | =R .ccccoviiiiiiiiiiiiiicicc e 2p
. n (n + 1)
c) Calculeaza a, = 1+T .......................................................................................................... 2p

4. Se considera numerele 1,2,3,... asezate ca In figura alaturatd pe o schema de joc de tip “darts”,
unde vom spune cd numarul 1 se afld pe cercul C,, numerele 2 si 3 se afla pe cercul C,, numerele

4,5, 6 517 se afla pe cercul C;, etc.

a) Determinati pe al catelea cerc se afla numarul 2014;
b) Ardtati ca suma S, a numerelor de pe cercul C,, ne N*, este

data de formula S, =2""-(3-2"" -1);

¢) Daca o sageatd nimereste intre doud cercuri consecutive, definim
scorul ei ca fiind diferenta dintre suma numerelor de pe cercul
mare si de patru ori suma numerelor de pe cercul mic. Sa se

14

BAREM.:
a) Notand C,, C,, C,, ... cercurile din figura, se observa ca pentru orice n =1 pe cercul C, primul

numdir este 2" si ultimul este (2" —1) ....................................................................................... 2p
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Cum 2" =1024<2014<2047=2" -1 = 2014 este pe cercul C;; ...cocerrrrrrrrrrrrrererrrernnnnn, 1p

B) S, =27 (27 )4 (27 4 2) 4 (27 2 1) e 2p

2" =2") (2" 2" -1

= Sn:( ) (2 ):211—2'(3'2n—1_1)

¢) Dacad sdgeata nimereste intre cercurile C, si C,,, scorul este
5,=8,,-48,=2""-(3-2"=1)-2"(3-2"" =1)=3.2>" =2 —3.2"" 42" =2"" ... 1p

sicum 128 =2" =S, —4S, = sdgeata a nimerit intre cercurile Cy $i Cyovrerrevrrrerrrnereeereerenenne. 1p



CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA FACULTATEA
INSPI?]%’II;(I)EII{%’[I;II\JIIiigIOLAR 1 3 aprili e 201 4 CONSTRUCTII DE MASINI

1. Fie n un numdr natural fixat si functia f, :[-L1]\{0} > R, £, (x)

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
Clasa a XI-a

BAREM

NI+ x+NI-x-2

X

a) Calculati lim fo(x) si lim f, (x);

b) Arétati ca lim f, (x)=—;

1
4

¢) Determinati pentru care valori ne N exista limita lim f, (x).
x=0

BAREM:

b)

95}]3(x)=1iml[(\/E—1)+(M—1)}=nml{ al > }:

+
x50 =0 x| Vl+x+1 A1-x+1

......................... 1p
: [ 1 ~1 }
=lim + =0
0| l+x+1 1-x+1
1 1 -1 1 I-x—+1+x
lim £, (x) =lim— + =lim— =
10 2( ) x—)()x|: N+ x+1 /1_x+1:| x50 x ( 1+x+1)( 1_x+1) 5
LV T p
. -2 1
=..=lim —=——
O (V) (Vi—x 1) [ Vi—x x| 4
lin(}in:+oo dacd ne N este par si nu existd dacad este iIMPAr .....ccceeeveerveeneeniennierrennee e 1p
x>0 x
Pentru n 23 si impar, nu existd lim f, (X) et 1p

In concluzie, exista lirrol £, (x) pentru n=1 si pentru 7€ N NUMAL PAT ...vvenrerrieeiciirceeeen. 1p
X
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. . NG] 11 10y . (10
2. Consideram matricele A= , E = , E, = sil,= .

-3 1 0 1 11 0 1
a) Aratatica A’ =-81,;
b) Daca Be M, (R) incat B-E, =E,-B si B-E, =E, - B, artati ci existd ae R incat B=a-1,;
c¢) Fie ne N astfel incat pentru orice matrice X € M, (R) areloc A"-X =X -A".
Ardtati ca n este multiplu de 3.

BAREM:
Q) ATALE A% = =81, et 2p
a b
b) B:( ],B-EI:EI-B:C:O,a:d ............................................................................... 1p
c d
B R o | B 1p
B =L o s 1p
©) A" E =E A", A" Ey=E, A" = A" QL oo 1p
S1 CONFOIM CU @), 7= 3K ettt et st sttt et estee e 1p
Observatie:
A
cos7 s cosa sinx
A=2- 3 3 si considerand M(af):( . j:M(a)‘M(ﬁ):M(aﬂB),
. T b4 —sina cosa
—-sin— cos—
3 3
nr o . nxw
cos—  sin—
deci A"=2"| 3 = A% =(=2)" .1,
. NT nrx
—sin— cos—
3 3
Totodata, daca A"-X =X -A", (V) Xe M,(R) atunci A" =a-1,, ac R, etc.

3. Pentru festivitatea de premiere a unui concurs de matematica s-au cumpdrat din trei magazine A,
B si C, carti, caiete si pixuri. Din magazinul A s-au cumparat x carti, y caiete si z pixuri,
platindu-se 99 lei, din magazinul B s-au cumpdrat (x+1) carti, (y—2) caiete si (z+2) pixuri,
platindu-se 75 lei iar din magazinul C s-au cumpdrat (x—3) carti, (y+2) caiete si (z—4) pixuri,

platindu-se 29 lei. Stiind ca Tn magazinul A o carte costd 10 lei, un caiet costd 1 leu iar un pix
costd 4 lei, in magazinul B o carte costd 5 lei, un caiet costd 2 lei iar un pix costd 3 lei, respectiv
in magazinul C o carte costd 4 lei, un caiet costa 1 leu iar un pix costa 2 lei, se cere:
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10x+ y+4z=99

a) Ardatatica { Sx+2y+3z=68;
4x+ y+2z=47

b) Determinati rangul matricei sistemului;
c) Aflati in cate moduri se pot face cumparaturile.

BAREM:

a) Justificd ecuatiile SIStEMUITL ....coueiiiiiiiiiiieiie et 2p

D) FANG A =2 oo et s et et s san e 2p

c¢) Familia de solutii ale sistemului este (x;y;z) =(20—3526-3a), A€ R .coevvvevrevievieninne. 1p
sicum X, V,Z2€ N S1 X 23, Y22, 224 i e e 1p
se obtine ax€ {4;5;6;7}, deci sunt 4 moduri posibile de a face cumparaturile .............ccoceenee. 1p

4. O particuld se deplaseazd pe o traiectorie dupa legea de miscare s(t):120t—40‘e?, unde ¢

reprezintd momentul deplasdrii, masurat in secunde si s(t) reprezintd pozitia particulei pe

traiectorie la momentul ¢, masurata Tn metri si raportata la o origine O si un sens ales ca pozitiv la
deplasarile pe acea traiectorie. Se cere:
a) Aflati distanta fatd de origine a particulei la momentul =0
b) Aratati ca existd un moment #, al deplasdrii in care particula ajunge in originea O ;
. - . s(1)=5(0)
c¢) Calculati viteza v(0) a particulei la momentul 7 =0, unde v(0)=lim———=;

’

10 t
BAREM:
) S(0) =720 oo 2p
deci la momentul ¢ =0 particula este la distanta de 40m de origine ..........ccoeceeveeeereereceeennenne. 1p
b) Cum s:[0;00) >R, s(¢)=120t—40-¢5 este continua pe domeniul ei si 5(0)-5(1)<0,......... 1p
existd £,€ (0;1) M €are $(7)) =0 eureeimrieeieieireirieeee et 1p
©) V(ty) =85 () 12048 € 5 oo 1p
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Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
Clasa a XII-a

BAREM

1. Fie ne N, n>2 sipolinomul f,=(n—1)X"-nX""+1.

a) Aritatici f, se divide cu g =(X —1)’;

b) Determinati radacinile polinomului f, In cazurile n=2 si n=3;

c) Pentru n>4,dacd x,,x,,...,x, € C sunt radacinile polinomului f,, aratati:
I 1 1 1

x—12+x—§+x—32+...+x—5=0 )
si
f, nu are toate radacinile reale. (i)
BAREM.:
@) L (1) =0, £ (1) Z0 ettt 2p
D) 1=2 = £, =X =2X+] = X2 X =1 et e 1p
n=3 = f3=2X3—3X2+1:>xlzxzzl,x3=—% ........................................................... 1p

k=1 Xy k=1 Xy ij=1 %" X;
<J
n 1 n 1
> —=0, 2 0 1p
k=1 % ij=1 X " X;
i<j
"1
£, (0)#0 sidacd x,x,,...x,€ R* = » — >0, contradictie, deci nu pot fi toate radacinile
k=1 Xp
TRALE ..eee ettt ettt et et et e et e e sttt e e b ee e abee ettt e eabe e e bteeentaeeneeeeabeeenees 1p

2. Fie f: [0;1] — R integrabila si monoton crescatoare.
a) Ardtaticd x f(x)+y f(y)=xf(y)+yf(x), oricare ar fi x,ye[0;1];

b) Integrind inegalitatea de mai sus in raport cu x, aratati ca:
1

jxf(x)dx+yf(y)2%f(y)+yj.f(x)dx, oricare ar fi ye[0;1];

0

1
c) Demonstrati ca I x f(x)dx 2%
0

jf(X)dx;

1
d) Aratati cd [x*e”dx Zi(e—l).

0
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BAREM.:
a) f monoton crescdtoare = (£ (x)= £ (1)) (X =) 20, €tC. oovrrrrreermeerrrerererreerreeereeierseeneeienns 2p
[0 1 (6101 a1 ot AP RRP 2p
(o) I O 11 1 4 55 T APPSR 1p
d)  F(X) = x€" $TAPLCA C), ©LC. wevrrrrrrreeeereeeeeeeeeeeeeee oo sesses e 2p

3. In familia Popescu domneste regula armoniei perfecte, aceasta in sensul cd, in timpul oricarei
discutii purtatd spre a Intreprinde ceva, se stie dinainte cine are ideea cea mai bund. Astfel, fiul,
Florin (F), stie ca in orice discutie (chiar si cu el Tnsusi!) cea mai buna idee este cea care vine de la
interlocutorul sdu. Périntii, tatdl (T) si mama (M) cand discuta intre ei constatd cd cea mai buna
idee este cea sugerata de Florin iar cand discutd fiecare cu sine insusi constatd ca cea mai buna
idee este cea sugeratd de celdlalt parinte.

a) Compuneti tabla de operatii a multimii Familia Popescu ={T;M;F}, cu legea de compozitie
x*y=7z ¢ (din discutia lui x cu y cea mai buna idee este cea sugeratd de 7 );

b) Aratati ca multimea Familia Popescu={T;M;F} cu operatia ” * ” se structureazd ca grup

comutativ, izomorf cu grupul (Z,;+) al claselor de resturi modulo 3.

BAREM:

) I 1) P 1G] 13 (<) USSR PRURRR 2p

b) JUSHFICA F' €leMENE MEULIT ...eecuviieirieeiieecteeeeiieeereeereeeteeestveeetaeesesaeesesaessraeessseeesssessssessssseessneens 1p
Justifica proprietatea de COMUEAIVITALE .......cceeriiieriieiieeiie ettt e 1p
Justifica proprietatea de aSOCTAVILALE .......cecueeruierieeieeieeieee ettt ettt 1p
Justifica proprietatea de SIMEtriZabilitate ..........ccccceerierieiiieeeeeee e 1p
Determind 1ZOMOTTISINUL ......ccviiiiiiiiiiieciee et ee et e e e st eeebeestteeestbeeessaeesraesssaeesssesessees 1p

4. O piesa a unui angrenaj este de forma plata lenticulara, cu dimensiunile AC =4cm si BD =2cm

2 2
—_—

iar ABC, respectiv ADC sunt arce de parabold de ecuatii y :1—%, respectiv y:%—l, cu

xe [—2; 2] , ele fiind reprezentate grafic in figura aldturatd. Piesa este realizatd in serie, in mod

automat, de catre o componentd A a unui utilaj, prin decupare din folii dreptunghiulare de
material plastic cu dimensiunile de 80cm si 60cm, astfel Incat fiecare doua piese vecine sd aiba

comun doar unul din punctele de tipul A, B, C, D din figura si la decupare sa se obtina cea mai

SN N : ) mica pierdere de material.
Totodata, In momentul In care resturile de material

ramas prin decupare cumuleazd masa unei folii, ele A
sunt preluate automat de o componentd B a utilajului, y
componentd care are rolul de a turna foliile de
material plastic necesare decupdrii si a le transmite B(0;1)
componentei A.
Se cere: . o A(-2;0) 20
a) Determinati numdrul de piese decupate din fiecare x
folie de componenta A a utilajului. 0
b) Daca o piesd cantdreste 10 grame, calculati masa
pierderii de material 1n situatia n care utilajul este
reglat sa se opreascd automat dupa consumarea a
2014 folii.

D(0;-1)
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BAREM:

a) Lungimea piesei fiind AC =4cm si latimea BD =2c¢m numarul maxim de piese care se pot

decupa dintr-o folie este 20X30 =600 PIESE ......cocuererrrrerrrireriieeiteeeieeeriieesreeesreesbeeesabeessaeesneees 2p
2 2 312
4
b) Cum [| 1=2 |dv == =2 e 2p
0 4 1210 3
N e < . 16 ,
inseamna ca aria ocupata de o piesa este ?cm ........................................................................... 1p

Deci la fiecare piesa pierderea de material prin decupare este de 8—? = %cm2 si astfel la fiecare

folie pierderea de material reprezintd 1/3 din suprafata fOliei .......ccccevveerierieiieiniiniinncnneeneee 1p
Astfel, la primele 4 folii, a patra este realizatd prin reciclarea materialului, la fel in continuare la
fiecare urmdtoarele 4 folii si cum restul impartirii 2014:4 este r =2, inseamna ca pierderea de

. . 2 .. e s R R . .
material reprezinta doar 3 din suprafata unei folii, aceasta insemnnand chiar masa a 600 de piese,

ceea ce Tnseamna ca pierderea de material este doar de 6Kg .......coovevvvuveeriiiiiiiiieniieerieeeie e 1p



